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ESTRATEGIA MILITARES

RESOLUCAO DA PROVA DE MATEMATICA

Notagoes

N ={1,2,3,...}: o conjunto dos niimeros naturais.

R : 0 conjunto dos nlimeros reais.

C : o conjunto dos nimeros complexos.

i : umidade imaginaria, i2 = —1.

AB : segmento de reta de extremidades nos pontos A4 e B.

AOB : angulo formado pelos segmentos 04 e OB, com vértice no ponto O.

m(AB) : medida do segmento AB.

Observagdo: Os sistemas de coordenadas considerados sdao os cartesianos retangulares.

41. (ITA/2021)

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem impar. Suponha que A é simétrica e que B é

antissimétrica. Considere as seguintes afirmagoes:
I. (A+ B)? = A®> + 2AB + B?.

Il. A comuta com qualquer matriz simétrica.

lll. B comuta com qualquer matriz antissimétrica.
IV.det(AB) = 0.

E(sdo) VERDADEIRAS(S):

a) nenhuma.

b) apenas I.

c) apenas lil.

d) apenas IV.

e) apenasll e IV.

Comentarios

. Falsa.
Note que
(A+B)>=(A+B)(A+B) = A> + AB + BA + B?
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ESTRATEGIA MILITARES

Para termos a identidade da afirmacgao, devemos provar que AB = BA. Como A é simétricae B
é antissimétrica, ambos de ordem impar, podemos supor as seguintes matrizes:

1 0 -1 0 -1 1
A=(O 2 1>eB=<1 0 2)
-1 1 3 -1 -2 0

1 1 1 -1 -1 2
AB=<1 -2 4) eBA=(—1 2 5)
2 =51 -1 -4 -1

Temos AB # BA, logo encontramos um contraexemplo que torna a afirmagao falsa.

Nesse caso, temos:

. Falsa.

Sejam A e C duas matrizes simétricas. Vamos mostrar por um contraexemplo que AC # CA.

1 0 -1 -1 3 -1
A=<O 2 1>eC=<3 1 0)
-1 1 3 -1 0 2

Temos
0 3 -3 0O 5 1
AC=|5 2 2 |]eCA=| 3 2 =2
1 -2 7 -3 2 7
Logo AC # CA.
Il. Falsa.

Sejam B e D duas matrizes antissimétricas. Vamos mostrar por um contraexemplo que BD #

DB.
0o -1 1 0O 2 0
B=[1 0 2)eD= <—2 0 -1
-1 -2 0 0 1 0
Temos
2 1 1 2 0 4
BD=|(0 4 O0]eDB=[(1 4 -2
4 -2 2 1 0 2
Logo BD # DB.
IV. Verdadeira.
Como B é antissimétrica, temos BT = —B. Aplicando o determinante:
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detBT = —detB = detB = —detB = 2detB =0 - detB =0
Assim, temos det(AB) = detAdetB = detA -0 = 0.

Gabarito: D

42. (ITA/2021)

Seja S < R o conjunto solugdo da inequagdo (x? + x + 1)2"2_"_1 < 1. Podemos afirmar que:

a)s = [-1,1].
b)S = [—1,—%].
¢S =[0,1].

d)S=[—1,—%]U[0,1].

e) S é o conjunto vazio.

Comentarios

Vamos dividir em casos.
Nx?2+x+1=1

x’+x=0=>x(x+1)=0=>x=00ux=-1
Nesse caso, teremos 12¥°~*~1 = 1 < 1. Ou seja, S, ={-1;0}.
Mx2+x+1>1

x2+x>0=2x(x+1)>0=>x<—-1loux>0
Para esses valores, temos:

2x2—x—-1<0

Temos como raizes:

_1i\/§_1 1
X = T ou >
Assim, a inequacao fica:
1 1
2(x—1)(x+§> <O:>—§<x< 1

Fazendo a intersecdo com a condicdo inicial:

S, =]0; 1]
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mx2+x+1<1
x(x+1)<0=>-1<x<0

Nesse caso, temos:
1
2x2—x—120=>xS—§oux21

Fazendo a interse¢cdo com a condicdo inicial:

S3=]1—-1,-1/2]
Fazendo a unido de todas as solug¢des, encontramos:

1
S = [—1;—5] U [0; 1]

Gabarito: D

43. (ITA/2021)

Os vértices da base de um triangulo isosceles PQR, inscrito numa circunferéncia de centro O =
(5,0),sd0 P = (4,2V2) e Q = (8,0). Se o vértice R pertence ao primeiro quadrante, entdo a drea
do tridangulo PQR é igual a:

a)VZ(3 —V3).
b) V3(3 + V3).
9v3(3 - V3).
d) V6(3 + V3).
&) V6(3 —v3).

Comentarios

Como o triangulo é isdsceles de base PQ, temos que o raio da circunferéncia que circunscreve
PQR sera igual a distancia de O até P ou Q, logo:

R =d0Q =\/(8—5)2 =3
Assim, a equacao da circunferéncia é dada por:
A(x—-5)2+y2=9

O vértice R passa por essa circunferéncia e também passa pela reta mediatriz do segmento PQ.
Vamos calcular o coeficiente angular dessa reta e depois determina-la usando o centro da
circunferéncia (essa reta também passa pelo centro da circunferéncia):
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Assim, a reta s que contém R é dada por:
sty =v2(x —5)
Para encontrar R, devemos resolver o seguinte sistema:

{ y =v2(x - 5)

(x_5)2+y2:9=>(X—5)2+[\/§(x—5)]2=9z3.(x_5)2=9

>x-5=+V3=>x=5+3
Como R é um ponto do primeiro quadrante, devemos usar x = 5 + /3:
y=v2(5+v3-5)=v6-R=(5+3,V6)

A area do triangulo é dada por:
8 0
H 4 2v2|[_1
PQR] == ==[16V2 + 4vV6 — 10V2 — 2V6 — 8V6
[POR] =3 5+vV3 V6 2| |
8 0

[PQR] = 3(V6 —v2) =V6(3 —V3)

Gabarito: E

44. (ITA/2021)

Considere a curva plana definida pela equagdo 9x% + 4y? + 36x + 24y + 36 = 0. O ponto P =
(0, 0) é vértice de um retangulo circunscrito a curva. Entdo a equagao da circunferéncia circunscrita

ao retangulo é:

a) (x+2)2+ (y+3)2=0.

b)(x+3)2+ (y+2)2=09.

o (x—2)2+(y—3)%2=13.

d) (x +2)2+ (y +3)% =13.

e) (x+3)2+ (y+2)2=13.
Comentarios

Vamos reescrever a equacdo da curva, completando os quadrados:
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9(x?+4x+4)+4(y*+6y+9)—36=0
9(x +2)2+4(y+3)2 =36

2 2
(x+2) +(y+3) _

1
4 9
Portanto, temos uma elipse com eixo maior na vertical e centro 0(—2, —3) conforme a figura
abaixo:
A
Y

Como o ponto P(0,0) é um vértice do retangulo, temos que o raio da circunferéncia é dado por:

R=0P=,/(-2)2+(-3)2=+13

O centro 0(—2,—3) também sera o centro da circunferéncia circunscrita ao retangulo, logo sua
equacdo é dada por:

(x+2)?2+(@w+3)?2=13

Gabarito: D

45. (ITA/2021)

Considere um triangulo ABC tal que m(AB) = 14, cos(BAC) = % e cos (ABC) = % Entdo, o raio

da circunferéncia inscrita ao triangulo é igual a:
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a) 2.
b) 2v2.
c) 3.
d) 4.
e) 4/2.

Comentarios

Temos a seguinte figura:

Note que I é o centro da circunferéncia inscrita, ele é o incentro que é o ponto de encontro das
bissetrizes internas. Do enunciado, temos:

3 4

cosa =—=>sena =—
5

_ 12
cosf = sen,8—13

Da figura, temos:

a
2 a tg(3)
B T T
tg(3) === B
tg 7
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Assim, temos:

T T 14
a+b= a + ﬁ =14=>r=
tg (7) tg (7) 1 .1
a
t9(3) c9(5)
Para calcular as tangentes, podemos usar a seguinte identidade:
4
. (a)_ sena  § _4_1
9\2) " T+ cosa 1_|_§_8_2
5
12
sen e
, (,8) B BT 12 2
I2) " THcosp™ [, 5 18 3
13
Substituindo na expressdo de r:
14 14 4
r = = —_—=
3 7
(2+3) 2

Gabarito: D

46. (ITA/2021)

Seja S o subconjunto do plano cartesiano constituido pela unido dos graficos das fungdes f(x) =
2%, g(x) =27 e h(x) = log,x, com x > 0. Para cada k > 0 seja n o numero de interse¢des da

reta y = kx com S. Podemos afirmar que:

a)n # 1 paratodo k > 0.

b) n = 2 para pelo menos trés valores distintos de k.
c) n = 2 para exatamente dois valores distintos de k.
d) n # 3 para todo k > 0.

e) O conjunto dos k > 0 para os quais n = 3 é a unido de dois intervalos disjuntos.

Comentarios

Esbogando os graficos, obtemos:
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Analisando as alternativas:

a) Falsa, pois para k = 1, temos 1 interse¢do com a fungdo g.

b) Verdadeira. Temos 2 interse¢des nos seguintes casos:

As intersecOes sdo 1) g e tangente a f, 2) g e tangente a h e 3) ponto comum de g e h, e intersecao
com h.

c) Falsa.

Explicagdo na letra (b).
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d) Falsa.

Temos 3 interseg¢des para 3 intervalos:

1) intervalo entre o eixo y e o ponto de tangencia com f.

2) intervalo entre o ponto de tangencia com h até o ponto comum entre g e h.
3) intervalo entre o ponto comum de g e h até o eixo x.

e) Falsa.

Explicacdo na letra (d).

Gabarito: B

47.(1ITA/2021)
A unica solugdo real da equagdo
7* = 59*1

pertence ao intervalo:

Comentarios

Da equacao, temos:
o 59% (59)x c9
= — | — =
59 7
Para encontrarmos a resposta, devemos verificar os valores das alternativas. Veja que

59~84
7_ )

Note que 8,4% = 70,56, logo:
59\* 5912
(7) —59< (—) ~ 842 = 70,56

Podemos afirmar que x < 2.
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Para x = 4/3, teriamos:

4 1
50\3 59 /50\3 ) .
(7) == (7) >85-(85)3>85-(2)3=85-2=17

Assim, veja que

4 X 5
<) < <) <
7 7 7 7

Gabarito: C

48. (ITA/2021)
Seja A uma matriz real quadrada de ordem 2 tal que
4G D=6 0)eaG 9-GI1 1)

Entao, o traco da matriz A é igual a:

a) 0.

b) 1.

c) 2.

d) 3.

e)4.

Comentarios

Seja A = (Ccl Z) Queremos o valor de trA = a + d. Assim, temos das equagdes matriciais:

(¢ G D=6 0)=C %ii=6 o)
a+3b=1 ()
2a+4b =x (II)

c+3d =y ()
2c+4d =0 (IV)

( X 3):>(2a+4b 3a+5b)=( X 3)
y+1 1 2c+4d 3c+5d y+1 1
2a+4b =x (V)
3a+5b=3 (VI)

2c+4d =y +1 (VII)
3c+5d =1 (VI

 JG 3

De IV e VII, temos:
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2c+4d=0=y+1:y=-1
Fazendo 2 - (I1I) — (IV), obtemos:
2d=2y=d=-1
Fazendo 3 - (VI) — 5 - (1), obtemos:
da=4=a=1
Portanto,trA=a+d=1—-1=0.

Gabarito: A

49. (ITA/2021)

O numero de triangulos, dois a dois ndo congruentes, de perimetro 87, cujos lados, dispostos em
ordem crescente de comprimento, sao nimeros inteiros em progressao aritmética de razdo nao

nula, é igual a:
a)12.
b) 14.
c) 16.
d) 18.
e) 20.

Comentarios

Do enunciado, temos:

I+ 2r

A

Temos uma progressao aritmética com r > 0. O perimetro é igual a 87, logo:

3l+3r=87=1+r=29 ()
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Verificando a condi¢do de existéncia do triangulo, obtemos:
(I+2rn—-(U+r)<i<+2nN+UA+1)
Dr<l<2l+3r
(U+2r)—Il<l+r<(+2r)+1
(iDr<l<2l+r
(U+r)—-Il<l+2r<(+r)+1
(ii)—r<i<2l-r
Assim, temos como condigao:
r<i<2l-—r
Usando (/) na desigualdade acima:
l=29—-r=>r<29-r<229-1r)—r

Note que a desigualdade se resume a

29
2r<29:>r<7=14,5

Como os termos sdo numeros inteiros, temos que r é inteiro e ndo nulo, logo:
ref{1,2,3,..,14}
Temos 14 triangulos possiveis.

Gabarito: B

50. (ITA/2021)
Seja ABCD um quadrilatero convexo com diagonais AC e BD. Considere as afirmagdes:

I. Se as diagonais AC e BD tém mesmo comprimento e se intersectam ortogonalmente, entio
ABCD é um losango.

Il. Se as diagonais AC e BD dividem o quadrilatero ABCD em quatro tridngulos de mesma area,
entao ABCD é um paralelogramo.

Ill. Se o ponto de interse¢do das diagonais AC e BD é o centro do circulo que circunscreve o
quadrilatero ABCD, entdao ABCD é um retangulo.

E(sdo) VERDADEIRAS(S):

a) apenas I.
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b) apenas Il.
c) apenas lll.
d) apenaslell

e) apenas |l e lll.

Comentarios
I. Falsa.

Podemos ter o seguinte quadrilatero que ndo é losango:

Il. Verdadeira.

B

Como os tridngulos tem mesma area, temos [AOD] = [AOB] = [BOC] = [COD].

Assim, analisando [AOD] = [COD], percebemos que ambos os tridngulos tem mesma altura em
relacdo as bases A0 e OC. Logo, AO = OC.

Da mesma forma, analisando [AOD] = [AOB], vemos que os triangulos tem mesma altura em
relacdo as bases OD e OB. Portanto, OD = OB.
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Concluimos que O é ponto médio das diagonais AC e BD. Pelo critério de congruéncia LAL,
temos AOD = BOC = AD = BC e AOB = COD = AB = CD. Além disso temos uma relacdo de
paralelismo com os lados opostos do quadrilatero, ou seja, ABCD é paralelogramo.

I1l. Verdadeira.

Se a intersecdo das diagonais é o centro O do circulo que circunscreve ABCD, temos que ela vai
ser equidistante dos vértices, logo:

B

0 é ponto médio de duas diagonais congruentes, logo, temos um retangulo.

Gabarito: E

51. (ITA/2021)
Considere as seguintes afirmagdes:

I. Se a medida do angulo agudo entre uma reta r e um plano a é 45°, entdo existe uma reta s

contida em « tal que a medida do angulo agudo entre r e s é 30°.

Il. Se uma reta r é perpendicular a duas retas distintas s e t contidas em um plano «, entao r é

perpendicular a a.

lll. Sejam 1, s e t as trés retas distintas determinadas por trés pontos nao colineares. Entao, existe

um Unico ponto equidistantede 1, s e t.

IV. Se P e Q sdo pontos a mesma distancia de um plano «a, entdo o ponto médio do segmento PQ

pertence a a.

E(s3o) VERDADEIRAS(S):
a) nenhuma.

b) apenaslell.

c) apenasl el lll.
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d) apenaslil e IV.

e)apenasli, lll e V.

Comentarios
I. Falsa.

A menor medida do angulo entre areta r e o plano a é 45°, ou seja, é impossivel obter uma reta
de a que possua um angulo menor que 45° com .

Il. Falsa.

Aretar pode ser perpendicular a duas retas paralelas s e t contidas em «. Assim, r estara contida
ema.

|

Il. Falsa.

Podemos tracar uma reta perpedincular ao plano a e que passa pelo incentro dos trés pontos do
plano. Assim, teremos infinitos pontos equidistantes das retas.

IV. Falsa.

P e Q podem ser pontos fora de a que equidistam desse plano. O ponto médio de PQ, nesse
caso, ndo estara contido em a.
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"
13
o

e
L

b

Gabarito: A

52. (ITA/2021)

Um dodecaedro regular tem 12 faces que sao pentagonos regulares. Escolhendo-se 2 vértices
distintos desse dodecaedro, a probabilidade de eles pertencerem a uma mesma aresta é igual a:
15
a)—.
100
3
b) o
15
c)—.
190
5
d) TR
2
e) E
Comentarios
Vamos calcular o nimero de arestas e vértices do dodecaedro regular:
2A=5F;=5-12=>A=30
Usando a relagdo de Euler:

V-A+F=2=>V-30+12=2=V =20

A probabilidade sera igual ao numero de casos favoraveis ny sobre o numero de casos possiveis
nr. O numero de casos possiveis é dado pelos diferentes modos de escolher 2 vértices dentre os
20 disponiveis:

20 20-19

O numero de casos favoraveis é igual ao niumero de arestas do poliedro, pois queremos que os 2
pontos sejam da mesma aresta:
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Portanto:

_mp 30 3
T np 190 19

Gabarito: B

53. (ITA/2021)

Pretende-se distribuir 48 balas em 4 tigelas designadas pelas letras A, B, C e D. De quantas
maneiras pode-se fazer essa distribuicao de forma que todas as tigelas contenham ao menos 3 balas
e a tigela B contenha a mesma quantidade que a tigela D.

a) 190
b) 361
c)722
d) 1083
e) 1444

Comentarios

Sejam a,b,c e d o numero de balas nas tigelas A,B,C e D, respectivamente. Do enunciado,
podemos escrever a seguinte equacao:

a+b+c+d=48
Com a condigdo de que:

a=3
b=>3
c=>3
d=>3
b=d

Fazendo uma mudanga de varidavel x =a—3,y=b —3,z=c—3ew = d — 3, obtemos:
x+y+z+w=36

x=0
y=0
z=0
w=0
y=w

Note que o problema se assemelha a encontrar o nimero de solucdes inteiras ndo negativas de
uma equagao. A Unica diferenca é a restricdo y = w. Vamos tomar a equagao e incluir a restrigdo
y = w. Assim, obtemos:
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x+2y+z=36
x+z=36-2y

Construindo a tabela e analisando as possibilidades:

y=w x+z Numero de casos

361 _

0 36 Pseyy =37
341 _

1 34 Psyty =35
321 _

2 32 P37 =33
01 _
18 0 P =

Somando os casos, obtemos:
N=37+35+33+--+1

Essa é a soma de uma progressao aritmética de razdo 2 com 19 termos, logo:
19
N=(1+37)-7=192 = 361

Gabarito: B

54. (ITA/2021)

Seja z € C. Se a representac¢do dos niimeros 4, z + 2 e z% no plano complexo sdo vértices de um

triangulo equilatero, entdo o comprimento do seu lado é igual a:
a)3

b) V10

c)V11

d) 2v3

e)V13

Comentarios
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Como os complexos sdo vértices de um triangulo equilatero, podemos escrever:
|22 —4| =z - (z+2)|=|z+2—-4|=L
|z2 —4|=|z?-z-2|=|z-2]| =L
z-2)z+2)|=z-2)z+D|=]z-2]
Assim, temos:

{lz—2||z+2| = |z — 2|
lz=2|lz+ 1| = |z — 2|

Como |z — 2| é a medida do lado do tridngulo, temos que |z — 2| # 0, logo:

{|Z+2|=1
lz+ 1] =1

Fazendo z = a + bi, encontramos duas equagdes de circunferéncia:

{(a+2)2+b2=1 0))
(a+1D2+b2=1 (D

Fazendo (I) — (II):

(a+2)?-(a+1)?=0=>@+2+a+1D)(a+2—a—-1)=0
20+3=0na=—2
a =0ca=—3

Substituindo esse valor em (I1):

2

3
(_§+1) +b2=1=2bh%2=1-

~| S

1_3 . ,_.
4 477~

Assim, o complexo z é dado por:
+

zZ=— i

N| W
N[5

3,43,
Podemos escolher qualquer um dos valores para calcular o lado. Vamos escolher z = — 5 + - L

49 3
= —+Z=\/1_3

V3 ‘ |7 V3
= + 4

3
L=h—2h+—5+34—2

Gabarito: E

55. (ITA/2021)

€
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Seja p(x) um polinémio com coeficientes inteiros tal que p(51) = 391 e 0 < p(3) < 12. Entao,
p(3) éigual a:

a)5
b) 6
c)7
d)8
e)9

Comentarios
Seja A(x) = p(x) — 391. Assim, temos:
A(51) =p(51)—391=391-391=0
Podemos afirmar que x = 51 é raiz de 4, logo:
A(x) = (x = 51)B(x)
Substituindo A:
p(x) —391 = (x —51)B(x) = p(x) = (x —51)B(x) + 391
Para x = 3:
p(3) = —48-B(3) + 391
Usando a desigualdade:
0<pB3)<12
0<-48-B(3)+391<12
—391 < —48-B(3) < —379

Note que como o polindbmio p possui apenas coeficientes inteiros, temos que B também tera
apenas coeficiente inteiros. Portanto, B(3) é inteiro. O Unico valor inteiro que satisfaz a
desigualdade acima é B(3) = 8. Logo:

p(3) =—-48-8+391=-384+391=7

Gabarito: C
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